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-1 2 3 4 -3 0
1. Seiten A:=| -1 -3 -3]undB:=| 0 2 1] in R33.
0 2 5 -2 2 1
Bestimmen Sie die Produkte AB und BA.
—10 13 5 -1 17 21
AB = 2 -9 —6|,BA=|-2 -4 -1
-10 14 7 0 -8 -7

1 01 1 11
2. Seien A:=(1 1 0JundB:= [0 0 1] in (F2)%3.
0 0 1 01 0

Bestimmen Sie die Produkte AB und BA.

1 0 1 010
AB=1|1 1 o|,BA={0 0 1
010 110

3. Sei V := R22 der R-Vektorraum der 2 x 2-Matrizen iiber R und M := <é 3) cV.

Sei p: V=V, p(A) := AM — M A.

(a) Bestimmen Sie die Dimension und eine Basis von V.

, 10 0 1 00 00
SelB.—{bl.— (0 0>,b2.— (0 O),bg.— (1 0>7b4.— (O 1)}

Ist A€V, dann ist A = Gz a11b1 + a12b + a21bs + ag2by.
az1 Q22

Die Gleichung A1b1 + A2be + A3bs + Agby = 0 ist dquivalent zu (il iQ> = (8 8), aus der folgt,
3 M

dass alle \; = 0 sein miissen.
Damit ist B eine Basis von V, der die Dimension 4 hat.
(b) Zeigen Sie, dass ¢ ein Homomorphismus ist.
Seien A,B €V, A € R.
o(A+B)=(A+B)M —-M(A+B)=(AM +BM)— (MA+ MB) =AM — MA+ BM - MB =
p(A) + ¢(B).
V(AA) = (ANAM — M(AA) = AM(AM) — AM(MA) = Xp(A).
(¢) Bestimmen Sie die Dimension und eine Basis des Kerns von ¢. (Der Kern von ¢ ist definiert als
Ke(p) :={v € V| p(v) = 0}, er ist ein Untervektorraum von V)
Sei AcV. Esist A Ke(p) © p(A) =0 AM — MA=0.

Ist A= (CCL Z), dann ist die linke Seite der letzten Gleichung:

a b\ (1 2\ (1 2\ /fa b\ _(a 2a+3b\ (a+2c b+2d\ _(—2¢ 2a+2b—2d
¢ dJ\0 3 0 3/)\c d) \c¢ 2c+3d 3c 3d ) \—-2c 2¢ ’
Setzt man das der rechten Seite gleich, erhélt man

AM —MA=0c=0und a+b=d.
a b

Es ist also Ke(p) = {(O at b> | a,b e R}. Wie man leicht nachpriift, ist {(é 2) , (8 i)}

eine Basis des 2-dimensionalen Kerns von ¢.



4. Definieren Sie die Begriffe Untervektorraum und Erzeugendensystem.

5. Sei V := Abb(R,R) und U := {f € V|f(0) = 0}.
(a) Zeigen Sie, dass U ein Untervektorraum von V ist.
i. 0€U: 0(0)=0.
ii. f,geU=f+ge€U: (f+9)(0)=f(0)+g(0)=0+0=0.
ifi. feUMeR=AfeU: (A)(0)=Af(0)=A-0=0.
(b) Sei ¢: U — R mit ¢(f) = f(1). Zeigen Sie, dass ¢ ein VR-Homomorphismus ist.
Seien f,g € U, X € R.
p(f+9) = (f+9)(1) = fF(1) +9(1) = o (f) + ¢(9)-
e(Af) = (Af)(1) = Af(1) = Ae(f).
(c) [freiwillige Zusatzaufgabe] Finden Sie eine Darstellung des Kerns von ¢ (nicht durch Angabe einer
Basis!).

6. Sei f: V — W ein surjektiver VR-Homomorphismus, U der Kern von f und g: V/U — W, ¢(v) := f(v).
Zeigen Sie, dass g wohldefiniert ist (also 77 = 73 = f(v1) = f(v2)) und ein VR-Isomorphismus ist.
Seien v1,ve € V mit U7 = 3. Dann ist v1 — vy = 0, also v1 — vy € U. Damit hat man f(vi) — f(ve) =
f(vr —w2) =0, also f(v1) = f(va).

Dass g ein Homomorphismus ist, folgt direkt aus der Linearitdt von f.
Ist w € W, dann gibt es ein v € V mit f(v) = w, also ist T ein Urbild unter g.

Sind nun 77,7z € V/U, und ¢(v7) = g(v2), dann ist f(v1) = f(ve) und f(vy —v2) =0, also v; —ve € U
und schliesslich 77 = vs.



